e (e,

/7777,
M ar (To +T1)
h 2
L ® IO
/7777 /7777
Rys. 2.4b

Wartcéci krzywizn «; odktadamy po stronie wiokien roaganych,

natomiast wydtzenia termiczne majznak dodatni a skrécenia ujemny.
Sktadniki termiczne w calce Mohra majosta

IKTMldszlE-l;—D] E(Tl _TO)aT _ (L= To)!
S

h 2h
[&rN,ds=0
S
a) W materiale liniowo-sprezystym wyrazenia na wydtiaenia €,, i zmiany
krzywizn «,,
e =N L, M
“TEFT Y B

Wykresy funkcijiM i N maj posta
Pl

PaN
777 Pl
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Obrot ¢, wyrazi sk zaleznosciag

NN, ot oI, -Tp) _P. ar (1, -Tp)

#n=] EF 2h EF 2h

S

b) Materiat nieliniowo-sprezysty
Wzory na zmiany krzywizn i wydien mechanicznych majposta

M" N" 1

e n=—

B COTE) R O H

FunkcjeM i N majg ten sam ksztalt co w rozgdaniu liniowym. Wtedy
zgodnie z (1) obrép, wyrazi st zaleznoscia

N’ I(T, - T,
a= [ g | ruose TR e

stad po podstawieniu otrzymamy waséoobrotu ¢ ,

o= P Hasr @) (P ) al(foT)

5 (AF)" 2h AF 2h
- _ P" +aTI(T1_TO)
(AF)" 2h

Rozpatrywane zadanie jest o tyle szczegOllnewystpujacy w ukladzie
rozktad momentow zginagych jest bez wptywu na watidkata obrotug, .

¢) Rozwigzanie lepkospezyste
Wzory na krzywizg i wydtuzenie mag posta

K, =SGMOM, &, =—GdN
J F

stad
0l al(T,-T,) 1. |
%_EE{ N1£G(t—r)dP(r)ds+

t
+ O’Tl(Tl_TO) :_iJ'G(t —T)dP(T)dS+ O'Tl(Tl_To)
F 2h

0

80



G — funkcja petzania.

W chwili pocztkowej G (t - 0,) =éco prowadzi do zalmasci

:(0.)= P (0,)+ I3

ZADANIE 2.5.

W podanym ukfadzie statycznie wyznaczalnym poddangimataniu
obcigzen i zmiennych po wysokmi przekroju temperatur nadg obliczy¢
przemieszczenie poziomé, punktu A. Obliczenia nalgy przeprowadd w
zakresie:

a) liniowo spezystym oc=Ele-¢),
b) nieliniowo spezystym o=Ne-&)",
c) teorii starzenia £= % +Ac" +&; .

Rys. 2.5a

Dane:P, I, E, A, F, J, J(NY), Ty, To.
Szukane: wielk& przemieszczeni@d, w punkcieA.

Rozwigzanie:
Przemieszczenie punkfuwyliczymy z wzoru
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Op= JKM Mlds+J£M Nlds+J/(TMlds+J£T N,ds
S S S S

gdzie k,,,k7,&y,E S8 odpowiednio Kkrzywiznami wywotanymi wptywami
mechanicznymi i cieplnymi oraz wydieniami mechanicznymi i termicznymi.
Wykresy funkcjiMy, Ny, k7 | & maj posta

2l
/7777
/7777
O‘T(Tz Tl) — O‘T(Tz +T1)
h 2
/7777 /7777
2\ AN
/7777 /7777
Rys. 2.5b

Nastpnie wyznaczamy wargoi termicznych deformacji w catce Mohra:

JKTMldS:%E?J i &;_EM%QI 2 (T;—Tl) _ 3%, (;2 -T)
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[&Nds=2r2 B‘@ =2, (T,+T,)
S

a) Teraz okrdimy wartos¢ przemieszczeniad, w przypadkuliniowo -
sprezystym.

Materiat liniowo spe¢zysty okrélaja nastpujace wyraenia na wydtaenia i
zmiany krzywizn

P
J7777
0
0
D
/7777
O
KN

Rys. 2.5¢

Jak wid& w rozwaanym przyktadzie funkcja momentow zgigajch M
jest funkcp zerowy.
Ostatecznie przemieszczem&yrazi st zaleznoscia

T,-T,)3°
= O’T( 2 - l) +2|0'-|-(T2 _Tl):
_4Pl a; (T,-T,)32

EF

o :jMMlds+j AL
A S EJ S

+2a, (T, +T,)

b) Materiat nieliniowo sprezysty
Wzory na zmiag krzywizn i wydtuzen mechanicznych majposta

M" _N"

TN (AR
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Przemieszczenié punktuA wyznaczymy z wzoru

a, (T, -T,)312

0= d +2a. (T, +Ty)=
'!(AF)” S ar (T, +T,)
P"4l T,-T,)3°

= (AF)’ +aT( : h J +ar (T, +T,)2

c) Teoria starzenia

Wzo6r okrelajacy przemieszczenie punktd dla ukladu petzacego wg
teorii starzenia ma posta

=J' +j AMT Ml ds+_[KTM ds+j 1ds+_[AN N: s+

_ 2
[N ds=? T(T2 T1)3I L 4P AP

=t 2a, (T, +T,)

ZADANIE 2.6.

W belce wolnopodpartej o dtugm | obcihzonej rownomiernie obgreniem
g nalezy obliczy¢ kat wzajemnego obrotu skrajnych przekrojéw belki. Ziaie
nalezy przeanalizowadla liniowych i nieliniowych réwna fizycznych.

JLa

Rys. 2.6a

Rozwigzanie:

Kat wzajemnego obrotu Kaow belki wyznaczymy sumag obrét podpory
lewej p1 i prawej g,, czyli 1= @1 + @o. Przy obliczeniach 0w ¢; i ¢
korzystamy z catki Mohra. Funkcja momentu zgicapo ma posta

| q¢
M(s)zq?s—q?, Ml(s)zl—l—S

a) W zadaniu liniowym Kkaty ¢ i ¢, wynosz
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2q2 Y1 _ qP®
= | | ==
=02 = ( 24 Jz 24E)
stad
ql®
o= e
q
1 2
I AN
T
M(s) —RL
1 ) U/U/
1-s/l
>1
1
s/l
Rys. 2.6b

Zwroémy uwag, iz wynik ten wobec liniowéci catki Mohra mana
uzyska z relacji

=g +¢, = l{ME ( j j‘ME—SS)?dSzJO%dS

0
Przytoczony wynik jest stuszny réwaiger ogélnym przypadku, poniewa
|
=|k|1-— ds+ |k— ds— k [1ds
= {12 [iPas]

0

1
b) W zadaniu nieliniowo sprzystym o=Ae" o krzywiznie

= L zachodzi
(AKN+QJ

g = j‘K Ads=(AJ(N +1))_“(gjnj[ (Is - sz) ds
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ZADANIE 2.7.

W ramie trojprzegubowej obgionej sip poziony P nalezy obliczy¢ kat
wzajemnego obrotu ¢zci przypodporowych 1 — 2.

Rys. 2.7a

Rozwigzanie:

Kat wzajemnego obrotup,, uzyskamy podobnie jak poprzednio po
zsumowaniu obrotéw, i ¢,. Funkcje momentow zgingjych i ich rozklady
przedstawiono na wykresach.

[EEN

Roéwnania rownowagi

H1+H 2=O
V]_I —Ph=0

|
VlE - th =0

V1+V2 =0

86



V]_: 'Vz =

VT3

H]_: H2=

Funkcje momentow

Ps Ps
M(s)=Vis=—, M(S)=-—
(8)=Vi4 5 (s) 2

1
-Ml(S)=1-FS

1
+M1(s)=1-ﬁs

Kat wzajemnego obroty,, obliczymy z catki Mohra
| |
1 1
=|k|1-=sds—-|«x|1-— s|ds=0
P f ( h j f ( h j

Catka ta znika dla dowolnego wyrmia na krzywiza « z uwagi na fakt,4
wykres momentéw zginagych M(s) jest asymetryczny, zawykres Mi(s)
symetryczny.

Whnosimy sid, iz kat wzajemnego obroty;, niezalenie od typu materiatu
jest rébwny zeru. Nie oznacza to oczywie, iz katy obrotu ¢, i ¢, réwniez
znikna.

ZADANIE 2.8.

Nalezy okresli¢ w tuku kotowym obcizonym w zworniku s skupiory P
kat wzajemnego obrotu przekrojbw przypodporowych. bRrm naley
przeanalizowaw liniowym i nieliniowym zakresie odksztalesprzystych.

P

(Y
N

A
A

2r
Rys. 2.8a
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Rozwigzanie:
Kat wzajemnego obroty,, obliczymy wykorzystujc catke Mohra (ds =

rdo)
P
RO (w)
M(a)
d 1 1
1 a 2 1 a 2
/7777 7777
1Pr2 { P2
r rcosa
Rys. 2.8b

Funkcja momentéw zgingychM(e) ma posta
M(a)zg(r—rcosa)z%(l—cosa), M, (a)=1

a) Kat wzajemnego obroty;, w zadaniu liniowym wynosi

ml2 2 ml2
=2 | kM, rda =—
¢12 .([ 1 EJ _([

_Pr? 12 Pri[m
= [a - sina] 2= = -
EJ EJ| 2

2
P2r (1-cosa)da =

n
. o e M
b) W zadaniu nieliniowym o= A&"" o krzywiznie x =| ——
) jatd w [AJ(N +1)J

analogiczny wzgidny obrét wynosi

N ml2 M n ~ or ﬂ nm/2 _ .
N —2£ [—AJ(N +1)j erda——(AJ(N +1))n( 5 j ’([(1 cosa)'da
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ZADANIE 2.9.

Nalezy okresli¢c w tuku kolowym przedstawionym na rys. 2.9at k
wzglednego obrotu podpér. Zadanie ngleozwigzac w zakresie sgeystym
(nieliniowym i liniowym), a uzyskane wyniki porowéa

1 7777 2
Rys. 2.9a

Rozwigzanie:
Funkcja momentow zgingjych jest sta’raM(a):const podobnie jak

funkcja Ml(a):const (rys.2.9b). Kty wzajemnego obrotu obliczymy z cafki

Mohra.
M(a) 1
1 a 2 a
777 1 Vs
Rys. 2.9b

a) W zadaniu liniowym bedzie

m

_[ M rda—Mn
o EJ EJ

1/n

b) W zadaniu nieliniowym g = As™" zachodzi

n

o' f{iatig) o sabien) 7
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Z poréwnania rozwizan obu zada wynika, ze

%“z( M j”g_ E) g

o (AN+])) M~ (AN +2))

Stosunek obrotbw w obu zadaniach nieliniowym zaleod stosunku

SZtywnaci — i momentuM.

EJ
AJ(N +1)
ZADANIE 2.10.

Nalezy okreili¢ przemieszczenie igk obrotu punktuB tuku kotowego
statycznie wyznaczalnego poddanego dziataniu nieoéniernego ogrzewania.

Rys. 2.10a

Dane:Ty, T, I, E, A, F, J,J(N +1)

Szukanepsg , Us

Rozwigzanie:
Szukane przemieszczenia punBtwyliczymy ze wzoru

0= jKM Mlds+_[£,\,, Nlds+.[/(TMlds+.[£T N,ds
S S S S
gdzie ky,kt,&y,.& S odpowiednio krzywiznami i odksztatceniami
wywotanymi wpltywami mechanicznymi i cieplnymi. Z wgzszego wzoru

wyliczymy szukane przemieszczenie liniowag oraz obrotgs. W miejsce
szukanego przemieszczenia awmy wstawd jednostkovy sile dla
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przemieszczenia liniowega; , a dla przemieszczeniatkwegogpg wstawiamy
jednostkowy moment.

Jako,ze w powy:szym zadaniu mamy tylko oddziatywania termicznedmz
dla przemieszczenia przyjmie postéa

Ug = [KrMds+[&Nyds, M, =M,(P=1)
S S
N, =N,(P=1)
a dla przemieszczeniatbwegogpg bedziemy mieli zalenos¢
#s = [KrMyds+[ & Nyds, M, =M, (M =1)
S S
N, =N,(M =1)
Niezaleznie od réwnania fizycznego, krzywizny i wyddnia pochodge od
przyrostu temperatury mpposta

Ky = aT(leq_Tl) . &= ar (T12+T2)

Wykresy funkcjiMy(P), Ni(P), My(M), Ny(M) maj nas¢pujaca posta

J1/2 2t Ju2 t12

Rys. 2.10b
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Podstawiagic wyrazenia na k;,& 1 sity od wptywow jednostkowych
uzyskamy

Vs —_ Vs
Ug = jm(lsina)l da+stinalda, ds=Ilda
B h >

0 0
oraz
m m
_far(r-T)1 far(nT,) 1
s =] : 2(1+cosa)|da | L2 cosalda

0 0
Po wyliczeniu catek i przeksztatceniach szukaneemieszczenia przyjgm
posté

_ 2
uBzwmﬁm).

4= (T,-T)m
8 2h

Wynik ten jest prawdziwy zaréwno dla roz@ania liniowo i nieliniowo
sprezystego, jak réwnie dla teorii starzenia. Ogdlnie jest on stuszny dla
kazdego réwnania teorii nagren cieplnych. Istotnie, w ogélnym wyraniu na
przemieszczenia znigncatki Mohra od obagizen mechanicznych, a pozostaj
jedynie cztony wynikajce z odksztalaetermicznych. Dzieje sitak dlatego,
gdyz roznica medzy zadaniem liniowym a nieliniowym tkwi w sposobie
definiowania tylko deformacji mechanicznych, ktdmta nie ma.
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